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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN

DEFINICION. Sean ay(x),a;(x),a,(x) ¥y f(x) funciones definidas Unicamente en
la variable x, se llama ecuacidn diferencial de segundo orden a una ecuacion
diferencial de la forma:

dZ
a() %+ al(x>—+ ao(x)y = £ (x)

Ejemplo. Son ecuaciones diferenciales de segundo orden

dy . Ay dy _ P ST
2 +3 +5y—2x+1 ' dx2+5dx+6y—Senx,2xdx2+4x dx+y—x+1

TEOREMA. Sean a((x),a;(x),a,(x)y f(x) funciones continuas en un intervalo I,
y supongamos que a,(x) # 0 para toda x que pertenece al intervalo I, si x, es
cualquier punto en I, entonces existe una y solo una soluciéon y(x) de la
ecuacion diferencial

dzy
az(x) 7t al(x) + ao(x)y = f(x)

Que satisface las condiciones iniciales y (x) = yo ; y/(x,) = y; donde y;,y,
son constantes arbitrarias.

2
DEFINICION. Sea la ecuacion diferencial de segundo orden az(x)d—y+

al(x) >+ ap(x)y =f(x) , si f(x) =0, la ecuacién resultante az(x) 2+ a ()=~ Yy

ao(x)y— 0 se denomina ecuacién homogénea , ecuacién reduuda 0 ecuacion
complementaria.

SOLUCION DE LA ECUACION HOMOGENEA
TEOREMA. Si y,(x) ,y,(x) son soluciones de la ecuacion diferencial

az(x) + al(x) -+ ay(x)y = f(x) Entonces la combinacién lineal y— c1y1(x) +

Co Y2 (x) tamblen es una solucion de la ecuacién diferencial az(x) + al(x) oy
ay(x)y = f(x) donde c¢;,c, son numeros reales o nUmeros compIeJos.
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DEFINICION. Si y,(x) ,y,(x) son soluciones linealmente independientes en un
intervalo I, de la ecuacién diferencial az(x)%+ al(x)%+ ag(x)y = f(x)
Entonces decimos que y;(x) ,y,(x) constituyen un conjunto fundamental de
soluciones de la ecuacion diferencial az(x)%+ al(x)%+ ay(x)y =f(x) en el

intervalo I.

TEOREMA. Sean a,(x),a,(x),a,(x) y f(x) funciones continuas en un intervalo I,
y supongamos que a,(x) # 0 para toda x que pertenece al intervalo I, entonces
la ecuacién diferencial homogénea

2

d°y dy
az(ﬂw*‘ a1(x)a+ apg(x)y =0

Tiene dos soluciones y,(x) ,y,(x) , que son linealmente independientes en I.
Ademas, para cualquier otra solucién y = ¢ (x) de la ecuacién homogénea en I,
se pueden encontrar constantes ¢, ,c, de tal manera que y = c¢;y,(x) + cy.(x) la
cual constituye la solucién general de la E.D.H.

SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL NO HOMOGENEA.

2
TEOREMA. Dada una solucion y,(x) de la ecuacion diferencial az(x)%+

d . . .7
al(x)d—z+ ay(x)y = f(x) en un intervalo I, entonces para cualquier solucion

y = ¢ (x) de esta ecuacion, existen constantes ¢, ,c, de tal manera que
y = c1y1(x) + c2y,(x) +y,(x) , con x € I donde y;(x) ,y,(x) , que son linealmente

independientes en I de la ecuacidn diferencial homogénea
2

a (x)—y+ a (x)d—y+ ag(x)y =20
22 dxz M dx 0
Se tiene que y = y.(x) + y,(x).
Donde Llamando.

yc(x) solucion complementaria ,a la solucion de la ecuacion homogenea

¥p(x) solucion particular ,a una solucion de la ecuacion no homogenea
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REDUCCION DE ORDEN

Sean ay(x),a;(x),a,(x)y f(x) funciones continuas en un intervalo I, vy
supongamos que a,(x) # 0 para toda x que pertenece al intervalo I, entonces la
ecuacion diferencial homogénea

2

dcy dy
az(@w*‘ a1(x)a+ apg(x)y =0

Tiene dos soluciones y;(x) ,y,(x) , que son linealmente independientes en I. si
se sabe que la funciéon y;(x) es una solucién de la ecuacion homogénea en
I, se pueden encontrar la otra soluciéon de la forma y,(x) = u(x)y,(x) para la
cual la funcion y = ¢;y;(x) + c,v,(x) constituye la solucién general de la E.D.H.

Veamos como podemos encontrar la segunda solucién de la ecuacién
diferencial homogénea.

Partamos de la ecuacion dada

d%y dy
az(x)W‘l‘ a1(x)a+ ap(x)y =0

Dividiendo por a,(x) , se tiene

d’y a;(x)dy  ao(x)
+ - y=0
dx?  a,(x)dx  a,(x)

La cual se puede expresar como

2

d d
5+ PO+ Q@ =0
Donde
_ al(x). _ ao(x)
PO ae YT am

Recordemos que si y;(x) es una solucién se debe cumplir que
1+ P! —0
yi'+ Py, + Q(0)y1 =
Ahora, buscando las dos primeras derivadas de la segunda solucién se tiene

¥/ ,(0 = W)y () + u()y/ (x)
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¥/, = W/ ()y () + W )y /() + W )y () + u)y// (%)

y/,(0) = u/()y1(x) + 20/ ()y/ () + w@)y /(%)

Reemplazando en la ecuacion inicial se tiene

vy + Py, + Q(x)y, =0

(u//(X)J’1(x)+ Zu/(x)yl/(x)+ u(x)}’1//(x))+ P(x)(u/(x)yl(x)+ u(x)yl/(x))
+ Q) (u(x)y:1(x)) =0

Agrupando términos se tiene

(w/ )y () + 20/ )y, () + POW ()y1(0) ) + u) o/ (x) + 31/ (x)
+ Q()y1(x)) =0

el factor que multiplica a u(x) es igual a cero por ser y,(x) una solucion de la
ecuacioén diferencial

(w/(0)y(0) + 2w/ (D, () + PO ()y1(x) ) =0

Dividiendo por y;(x) se tiene

/
(u//(x) + 2u/(x) };11((5)) + P(x)u/(x) )=0

/

// / Y1 (X) —

ul(x) +u/(x)( 2 7100 + P(x) )=0

llamando u/(x) = w(x), se tiene

/

W/ + w2222 4 by ) =0

y1(x)

Observe que con el cambio de variable, la ecuacién diferencial sufre una
reduccién de orden, ya se pasa de una ecuacién de orden 2 a una de primer
orden. Separando variables se tiene

J’1/(x)
y1(x)

w/(x) = —w(x)( 2 + P(x))
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W oyl
w2 TP

Integrando con respecto a x.

w/(x) 1/ (%)
f W) dx = —( nyl(x) dx+f P(x)dx )

bnlw ()l = =( 2bnly, (91 + [ PG dx )
Lnlw(x)| + 2Ln|y;(x)| = —f P(x)dx
Ln|lw(x)| + Ln|y,2(x)| = —f P(x)dx

Lnlw(0)y; ()] = — f P(x) dx

w(x)y,?(x) = e~ P

e—f P(x)dx
w(x) =————
W=7
Cambiando de variable
/( ) e—f P(x)dx
wx)=———
)’12(x)

Con lo que
- J-e—f P(x)dxd
ux) = ——ax
y12(x)
Siendo la segunda solucién

e—f P(x)dx

—dx
y12(x)

7200 = 300 |



